Capitulo 4

Resolucion de los ejercicios

4.1. Soluciones e indicaciones a los problemas del
Capitulo 1

1. a)
-1 1 3 —1 1 3 -1 1
1 0 -1 Pyt Fy 1 0 -1 | mor 1 0 -1
1 1 |[-rim [0 0 0 “ 1o 1 o0
-1 1 1 0 1 0 0 0 0
3 11 3 —1 1
—3F% -3 3 P+ | 0 —1 4
Tl o 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
3 -1 1 3 -1 1 3 0 1
Fo+Fs 0 -1 4 —F3+Fy 0 -1 0 —FotFy 0 -1 0
T Lo o 4 T lo o af T o o0 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0
y finalmente se divide por 3,por —1 y por 4 las filas primera, segunda y tercer
respectivamente.
b)
2 31 —4 2 100 —-18 —13
123 -23|~..~1010 10 9
110 21 0 0 1 2 1
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Se comprueba que

1 2 3 2
_ 0 —3 —2 —2
Ave~l g 0 1

0 0 0 0

Se trata de un sistema compatible determinado. La solucién es (z,y,2) =
(—1,0,1)

La matriz del sistema es

1 -3 2 1 -3 2 1 -3 2
-1 -2 2 |~10 54 |~|0 =5 4
-2 1 0 0 -5 4 0 0 O

Resulta inmediato deducir que la solucién es compatible indeterminada, el
conjunto de soluciones es

{(1'1,1'2,373) =)\ <1,2, g) A€ R}

Consideramos la matriz ampliada

111 6
122 9
1 2 3 10

y realizamos operaciones elementales:

1116 1 116 1 116
122 9 ~10113]|]~1011S3
1 2 3 10 012 4 0011

Es inmediato ver que es un sistema CD cuya solucién es {z1 = 3,25 = 2,23 = 1}.

Puesto que
1 2 —-11 1 2 -1 1 1 2 -1 1
01 1 2]|]~f01 1 2 |~101 1 2
13 0 3 01 1 2 00 0 O

entonces vemos que el nimero de peldanos de las matrices escalonadas (de la
de coeficientes y de la ampliada) es 2,y el nimero de incégnitas es 3. Por el
Teorema de Rouché-Frobenius se trata de un sistema CI.
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b) La matriz del sistema se transforma mediante operaciones elementales como
T _ 3 31 -10 3231 -10
~\1200 1 3 3600 3 9

2

2
32 3 1 —-10
04 -3 -1 4 9

El rango es dos, luego el Teorema afirma que se trata de uns sistema CI.

sigue:

2 1 5 2 1 5
A = 1 =11 |~|2 -2 2
1 2 0 2 4 0

2 1 5 2 1 5

~ 0 -3 3 ]|]~|0 -3 -3

0 3 =5 0 0 -8

Asir(A) =2, r(A) = 3 y por ende el Teorema de Rouché-Frobenius establece
que el sistema es incompatible.

a) Para estudiar su independencia se plantea la siguiente igualdad entre vectores
a(3,5,1)+(5(2,1,3) = (0,0,0)

Tal igualdad se puede escribir como un sistema lineal homogéneo, a saber: de
la igualdad anterior se tiene

(B + 28,5+ B, + 35) = (0,0,0)
que es lo mismo que

3a+28 =
ba+f =
a+38 =
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Estudiamos el sistema analizando la matriz asociada A

3 2 13 1 3
A = 51 |~ 51 |~10 —14
1 3 3 2 0 -7
1 3 1 3
~ 0 O ~ | 0 =7
0 -7 0 0

el rango de A es 2,que coincide con el nimero de incégnitas, por el Teorema de
Rouché-Frobenius se trata de un sistema compatible determinado. Deducimos
que la tnica solucién es o = § = 0 y por consiguiente que los vectores dados
son l.i.

Ahora
o (1,2,3)+6(1,3,2)47 (0, ~1,1) = (@ + B.2a + 38 — 7,3 + 26+ ) = (0,0,0)
lo que se traduce en

a+pf =
20+ 38 — vy
Ja+28+vy =

Su solucién general es
{a==s5,0=5s,7=s:s€ R} ={s(—1,1,1) : s € R},
por tanto son l.d. y por ejemplo, tomando s = 1se tiene que

(—1)(1,2,3)+(1,3,2) +(0,—1,1) = (0,0,0)

(1,2,3) = (1,3,2) + (0, —1,1)

Nétese que el n® de vectores Li. es k =1 = 3 — 2.el rango es dos, eso significa
que habra uno que se puede escribir como combinacién lineal de los otros dos,
siendo estos ltimos Li. Se ha visto de hecho que (1,2,3) = (1,3,2)+(0,—1,1) .

Ahora se trata de cuatro vectores en R* el sistema a analizar es el que se sigue
de

«(1,0,1,0) +5(2,1,3,1) +~(0,1,1,1) + 6 (2,2,4,2) = (0,0,0,0)
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(+28+20,8+v+20,a+38+~+46, 5+~ +258) = (0,0,0,0)

a+20+20 =

B4v+26
o+ 364 v+ 46

B+v+20 =

o o o O

La solucién general es
{a=2s+2t,0=—s—2t,y=s5,0 =t:5,t€R}

Son l.d. y se pueden tomar, por ejemplo, s = t = 1,con lo que poniendo
a =40 = -3,7 = 1,0 = 1 lograremos la combinacién lineal deseada. En
todo caso ahora k =2 =4 —r(A) = 4 — 2,y por ello habrd un par de vectores
entre los cuatro que se pueden escribir como combinacién lineal de los otros
dos restantes. Si tomamos t = 0 y s = 1se tiene

2(1,0,1,0) + (—1)(2,1,3,1) + 1(0,1,1,1) = (0,0,0,0)

(0,1,1,1) = —=2(1,0,1,0) + (1) (2,1, 3,1)

Y con s =0yt = 1se tiene

2(1,0,1,0) +(—2) (2,1,3,1) + 1(2,2,4,2) = (0,0,0,0)

(2,2,4,2) = —2(1,0,1,0) + (2) (2,1,3,1)

De manera que (2,2,4,2) y (0,1,1,1) son los que se pueden escribir como
1

)

combinacién lineal de (1,0,1,0) y (2,1,3,1), y éstos son L.i.

5. Como alternativa a la escritura de un vector de R™,que hemos convenido que se
escriban en forma de filas, tenemos la posibilidad de escribirlos como columnas.
Todas las propiedades se conservan y las operaciones se realizan de forma anéloga.
Analizamos el rango de conjuntos:
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a) El sistema es

1 7 —6 0
a +8( 1 ]+~ 0o |=10
4 3 1 0
a+ 75— 6y 0
s ={ 0
da+ 30+ 0
b) 0
5) -4 1
0
9 3 2
a + 3 + =10
1 2 1 0
6 -2 2

Para calcular el rango de una matriz (de los vectores columna que la componen)
podemos proceder de dos formas, bien a través de un sistema homogéneo, tal y como
se ha hecho en el ejercicio anterior, o bien mediante la determinacién de la matriz
escalonada.

a) Tomemos el primer método: para la matriz

1 3 7T 4
6 -5 -1 2
7T =2 6 1
hemos de considerar la combinacion lineal
1 3 4 0
al 6 | +b| =5 | +c| 2 | =10
7 —2 1 0
i.e
a+3b+4c=0
6a —Hb+2c =0
Ta—2b+c=0

cuya solucién es la trivial. Por tanto son l.i., como hay tres se tiene rango 1.

b) Empleamos el método de la matriz escalonada para

2 31 -4 2
1 21 -2 3
2 3 0 2 1
1 2 0 2 1

B =
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Tenemos
—4 2 2 3 -4 2
B o~ -2 3 N 1 2 -2 3
-1 6 -1 00 -1 6 -1
-1 4 =2 o0 0 -2 -1
-4 2 2 3 -4 2
-2 3 1 2 -2 3
-1 6 -1 00 -1 o6 -1
0 -6 -3 00 O 0 —4
1 -4 2 2 3 -4 2
—4 6 0 1 0 4
-1 6 -1 00 -1 6 -1
0 0 O 0 -4

|
W
o OO = O O O N
o O = O o O = O
(@)
|
o
|
B

O O OB O OO N OO NN OO NN OO HFHDNDND OO DN
O O RH O OO O OO O OOk W OO N W © o b w
o
o
|
W

o = O O
(@)
_ o O O

Por tanto el rango es 4. Conviene notar que es el méximo rango que podia
alcanzar la matriz.

a) Operamos con la matriz ampliada:

1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1
A=11 -2 1 0|~ 0 -3 2 -1 |~]0 -3 2 -1
0 1 =10 0 3 =3 0 0 0 —-1 -1
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Se sigue que p = p = 3 = n y por ello es un SCD (Rouché-Frobenius). No
cuesta trabajo usar la 1ltima matriz para deducir de manera recursiva que

$3:1,$2:1,I‘1:1

Es inmediato que

— 101 -1 5
A) = =2
r(d)=r < 011 1 2 )
y por tanto (Rouché-Frobenius) es un SCI. Reescribamos el sistema llevando a
la derecha aquellas columnas en las que no estdn los unos de los peldanos. Si
hacemos esto resulta que la solucién general es el conjunto de los vectores de
R* de coordenadas

x1:5—a+b
To=2—a—>
T3 =a
ZL’4:b

donde a y b son niimeros reales cualesquiera. Esta solucién general se escribe
vectorialmente como

1 5—a+b 5 -1 1
To 2—a—> 2 -1 —2
= p— b
T3 a 0 ta 1 + 0
T4 b 0 1

Obsérvese que la expresién anterior da una idea de la estructura de las solu-
ciones del sistema no homgéneo estudiado.

Para demostrar que todo conjunto con n+ 1 vectores de R" es linealmente dependi-

ente basta con darse cuenta de que al hacer una combinacién lineal de los vectores

habra n ecuaciones y n + 1 incégnitas formando un sitema lineal homogéneo. Si se

determina la matriz escalonada, ésta sélo podrd tener, a lo sumo, n peldanos de
hay que el rango sea < n + 1 = ndmero de incognitas, y por Rouché-Frobenius se
tratard de un SCI, esto es habra dependencia lineal

Hagamos la s dos primera composiciones:

hogof(x) = hog(a®+7)=h(3(z*+7)—5)
= h(32® +16) =sin (3z” + 16)
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gohog(z) = goh(3z—5) = glsin(3z — 5))
= 3(sin(3x —5)) —5=3sin(3x —5) —5

10. Escribir las matrices de las siguientes aplicaciones lineales:

a) f(1,0,0) = (1, 2), f(0,1,0) = (1, 0), £(0,0,1) = (0, —1) y por tanto la matriz

asociada es
11 0
2 0 —1

b) f(z,y,2) = (x —y, x+2y, 22— 3z)

1 -1 0
1 2 0
0 -3
C) f(l',y,Z)ZglL‘—y—f—Z
(3 -1 1)

11. Dada f:R? — R? mediante f(z,y) = (z + vy, 2z — ), hallar la imagen mediante f
de las siguientes regiones:

a) Los segmentos que delimitan al cuadrado

{(,y): 1< <2,0<y <1}

son
S = {l@y):z=10<y<1}
S = {(zy):z=20<y<1}
Sy = {(z,y):y=0,1<z<2}
Sy = {(r,y):y=1,1<2<2}

La imagen del primero consta de la imagen de todos los puntos que lo com-
ponene: asi calculamos

fLy)=1+y2-y) =(1,2)+y(1,-1)

que al tener limitado a y con 0 < y < 1 es un segmento, el que une (1,2) con
(2,1). Lo llmamaremos 7} Acabamos de ver que f(.S;) = T7. Del mismo modo
procedemos con el resto de los segmentos:

f2y)=02+y4—y)=(2,4) +y(1,-1)
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segmentos que une (2,4) con (3, —3);
f(z,0) = (z,22) = x(1,2)
donde z € [1,2]. Es pues el segmento que une (0,0) con (2,4).

flz,1)=(r+ 1,20 —-1)=(1,-1) + x(1,2)

0.75

0.5

0.25

Cuadrado a transformar.

3.75T
357
3.25T

2.75T
257
2.25T

1.757
157
1.257

—
1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

X

Imagen del cuadrado

Podemos ver en qué se transforma un segmento interior (dibujado con linea
discontinua en la figura), un segmento del tipo

S = {x=umzy€l0,1]}:
f(wo,y) = (@0 +y,220 —y) = (z0,220) +y(1,-1)

Es un segmento que lleva la direccién del vector (1,—1), y que pasa por el
punto (g, 2x) y este punto estd ubicado en el segmento superior 7.
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b) Un anélisis parecideo sirve para determinar la imagen de

{(r,y): —1<zx<1,-1<y<1}.

cosY —siny
12. ) .
siny  cos
13.  El plano = = y se puede expresar resolviendo el sistema que define:

r—y=0

La solucién es
T=8Y=82=1

con s y t nimeros cualesquiera. Reescribimos

T 1 0
y | =s| 1 |+t O
z 0 1

11

Por ende el plano esstd generado por los vectores (1,1,0) y (0,0,1). Asi la imgen

4 o —
del tercer vectro dela basé candnica, €3, es

f(0,0,1) = (0,0,1).

Para analizar las imédgenes de f(1,0,0) y de f(0,1,0) hemos de emplear un poco
de geometria: si nos fijamos en el dibujo adjunto no es dificil verificar f(1,0,0) =

(0,1,0) y que f(0,1,0) = (1,0,0)

0.75§

0.5

0.25§

La matriz pedida es

N

I
o = o
o o
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14. Para demostrar que las aplicaciones f(z,y) = (x + vy, * + 2y) y g(z,y) = (2z — v,
—z + y) son inversas una de la otra basta con componer y ver que el resultado es
la aplicacién identidad. También es suficiente que las matrices asociadas son una la
inversa de la otra. Optemos por este camino: la matriz de f es

(1)
s=(2 1)

Entonces la composicién (cualquiera de las dos posibles) tiene como matriz a

w-(12)(50)-00)

15. Es inmediato si uno tiene en cuenta que f~!(y) = %Ty

por ende f~! tampoco)

y la de g es

(nétese que f no es lineal, y

16. Encontrar, si es posible, la inversa de las siguientes matrices:

Lo o Lo L2
o)l 21 =1 ], B0 -1 1], ¢
3 1 4 3 1 -2 2 60
1 4 1 7
0 0 a
1 0 1 1/a
) ol t Y Y wro, plo a0 @ro
a 1 a —1 e 0 0

17. Encontrar, si es posible, la inversa de las siguientes aplicaciones lineales

a) f(z,y,2) = (r+y+z 2r+ 2z, x+y+ 22) tiene como matriz asociada a

1 11
A=12 0 1
11 2
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La matriz asociada a f !, de existir la calculamos mediante el método de Gauss:

1 11100 1 11 1 00
201010 )|~1201 0 10
1 12 001 001 -1 01
1 1 1 1 00 1 1 1 1 00
~|1 0 -2 -1 =21 0)N<O -2 0 -3 11
0O 0 1 -1 01 0O 0 1 -1 01
1 1.0 2 0 -1 1 0 02-2 3 —1+3
~[ 0 -2 0 -3 1 1 )N(O -2 0 -3 1 1
0O 0 1 -1 0 1 o 0 1 -1 0 1
Loo 1 1 -
o0 i 5 ;)
001 -1 0 1
por lo que la matriz de f~! es
11 1
3 2 2
B=A"=| 3 -3 —3
-1 0 1

b) f(z,y) = (x + cy, x — cy) tiene como matriz a

=0 %)

y después de algunos calculos (similares a los de arriba) se tiene que

1 1
A_lz( i 4 )
2 2

Por tanto f~1 (o A™1) existe sii ¢ # 0. Nétese que

1 1 1 1
_ 5 3 Y1 5Y1+ 592
fl(yl,yz)=<% 21>< )Z(f 3 )
% 9 Y2 2eY1 T Y2

H
18. Encontrar A~! y resolver el sistema A2 = b significa que como el sistema es
H

AT = b,
multiplicando (por la izquierda) esta igualdad por la matriz A~!(en caso de ue
exista) se tiene .
ATAT = A1
ie.

T =A"b
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a) Si
-3 11
A= 2 6 5
-5 7 6
entonces . ) )
-1 Z37 Z13 _17Z
AT = —4 T 1 7
11 4 -5
' 1 1 —1 16 —8
4 4 4
T=| % -1 U —-16 | =| 40
11 4 -5 32 —48

b) Para este caso el proceso es el mismo, pero observamos que la resolucién es més
sencilla sin calcular la matriz inversa. La razén es que la matriz A es triangular

y por tanto su resolucién se puede realizar de modo recurrente. De hecho se
: - 1/64+1/9
tiene que w3 = 0, 19 = =+ y y = L = 5

19. Para el apartado primero la solucién es tnica: {z =3,y = 1,z = 2,¢t = 0} dado que

1 -1 1 0

. -1 2 -1 2 _4
1 -1 5 2
2 2 6

La solucién delsegundo es {x =2,z = 1,y = 3}, se trata de nuevo de un sistema
compatible determinado



